
Παρεμβολή – Splines - Παλινδρόμηση

Γραμμικές 
(γαλάζια),
Τετραγωνικές 
(συνεχής), 
κυβικές 
(διακεκομμένη)



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Splines
• Γραμμική παλινδρόμηση

Παρεμβολή – Splines - Παλινδρόμηση
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Απλό πρόβλημα παρεμβολής:
Η ανάγκη: από n+1 σημεία (x0,y0), (x1,y1), …… (xn,yn), να βρεθούν τιμές του ‘y’ που να αντιστοιχούν 
σε τιμές του ‘x’ στις οποίες δεν δίνονται. Αναζητείται το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού n:

𝑝 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛

τέτοιο ώστε να «διέρχεται» από όλα τα σημεία, Πρέπει:

Αποδεικνύεται ότι για να υπάρχει και 
να είναι μοναδικό, πρέπει και αρκεί η 

ορίζουσα των αγνώστων να είναι 
διάφορη του 0. 

Σύστημα (n+1) X (n+1)
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παράδειγμα γραμμικής παρεμβολής (n=1)

Η ταχύτητα πυραύλου δίνεται ως προς τον 
χρόνο στον πίνακα. Να βρεθεί η ταχύτητα σε 
χρόνο t=16 sec με την απλή μέθοδο 
γραμμικής παρεμβολής.

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67
Δεδομένα ταχύτητας / χρόνου

( )s ,t ( ) ( )m/s ,tv

?



Γραμμική παρεμβολή

( ) taatv 10 += ( ) ( ) 78.3621515 10 =+= aav

( ) ( ) 35.5172020 10 =+= aav

93.1000 −=a

914.301 =a

( ) .2015,914.3093.100 +−= tttv

( ) ( ) m/s 7.39316914.3093.10016 =+−=v

Επιλέγονται τα δύο «γειτονικά» σημεία t = 15 και 20 s

( ) 2

210 tataatv ++=

( ) ( ) ( ) 04.227101010
2

210 =++= aaav

( ) ( ) ( ) 78.362151515
2

210 =++= aaav

( ) ( ) ( ) 35.517202020
2

210 =++= aaav

05.120 =a 733.171 =a 3766.02 =a

Τετραγωνική παρεμβολή

( ) 2010,3766.0733.1705.12 2 ++= ttttv
m/s 19.392=

%38410.0

100
19.392

70.39319.392

=


−

=a

10 12 14 16 18 20
200

250

300

350

400

450

500

550
517.35

227.04

y s

f range( )

f x des ired( )

2010 x s range x des ired

Επιλέγονται τα τρία «γειτονικά» σημεία t = 10, 15 και 20 s
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( ) 3

3

2

210 tatataatv +++=

( ) ( ) ( ) ( )33

2

210 10101004.22710 aaaav +++==

( ) ( ) ( ) ( )33

2

210 15151578.36215 aaaav +++==

( ) ( ) ( ) ( )33

2

210 20202035.51720 aaaav +++==

( ) ( ) ( ) ( )33

2

210 5.225.225.2297.6025.22 aaaav +++==

2540.40 −=a 266.211 =a 13204.02 =a 0054347.03 =a

κυβική παρεμβολή (n=3)
Επιλέγονται τα τέσσερα «γειτονικά» σημεία t = 10, 15, 20 και 22.5 s

( ) 5.2210,0054347.013204.0266.212540.4 32 +++−= tttttv

( ) ( ) ( ) ( )

m/s 06.392

160054347.01613204.016266.212540.416
32

=

+++−=v

%033269.0

100
06.392

19.39206.392

=


−

=aTο σχετικό ποσοστιαίο προσεγγιστικό σφάλμα 
μεταξύ δεύτερου και τρίτου βαθμού είναι:

10 12 14 16 18 20 22 24
200

300

400

500

600

700
602.97

227.04

y s

f range( )

f x des ired( )

22.510 x s range x des ired



http://numericalmethods.eng.usf.edu7

Γραμμική παρεμβολή (1ου βαθμού) με x=10 και 15
Τετραγωνική (2ου βαθμού) με x=10, 15 και 20
Κυβική (3ου βαθμού) με x=10, 15, 20 και 22.5

Τι θα άλλαζε εάν η γραμμική γινόταν με τα 1 και 2??

βαθμός 1 2 3 

 393.7 392.19 392.06 

Σχετικό 

προσεγγιστικό 

σφάλμα 

---------- 0.38410 % 0.033269 % 
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Απόσταση από την ταχύτητα:

Ποια ήταν η απόσταση που διανύθηκε μεταξύ t=11s to t=16s ?

( ) 5.2210,0054606.013064.0289.213810.4 32 +++−= tttttv

( ) ( ) ( )

( )

m 1605

4
0054347.0

3
13204.0

2
266.212540.4

0054347.013204.0266.212540.4

1116

16

11

432

16

11

32

16

11

=









+++−=

+++−=

=−





ttt
t

dtttt

dttvss
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Επιτάχυνση από την ταχύτητα

( ) 5.2210,0054347.013204.0266.212540.4 32 +++−= tttt

Να βρείτε την επιτάχυνση τη στιγμή t=16s

( ) ( )

( )

5.2210   ,016382.026130.0289.21

0054347.013204.0266.212540.4

2

32

++=

+++−=

=

ttt

ttt
dt

d

tv
dt

d
ta

( ) ( ) ( )
2

2

m/s 665.29

16016304.01626408.0266.2116

=

++=a



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Γραμμική παλινδρόμηση



Πολυώνυμο Παρεμβολής Lagrange

Υπολογίζονται οι συντελεστές L(x) από τα αθροίσματα γινομένων διαφορών των τιμών των x

Υπολογίζεται η τιμή για x=xk, σαν γραμμικός συνδυασμός των L(x) με τα fi

Το πολυώνυμο παρεμβολής είναι το μοναδικό πολυώνυμο n-βαθμού, που διέρχεται από n
σημεία. Για τον προσδιορισμό του με τη μέθοδο Lagrange, διαμορφώνονται τα πολυώνυμα
L, τα οποία είναι n+1, και στη συνέχεια το πολυώνυμο παρεμβολής διαμορφώνεται σαν
γραμμικός συνδυασμός των τιμών των x των σημείων, με τα αντίστοιχα L.

x είναι η τιμή για την οποία 
εκτιμάται το p(x)

Ενώ xi οι τιμές στις οποίες 
έχω την p(xi)

Κάθε L είναι γινόμενο n όρων. Οι όροι αυτοί είναι λόγοι διαφορών. Οι διαφορές είναι
κάθε δυνατού συνδυασμού, εκτός από αυτόν ίδιου δείκτη.



Παράδειγμα: δευτερου βαθμού (τετραγωνική) παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange

x0 f0 x1 f1 x2 f2

x

𝐿2 𝑥 =
𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥0 𝑥2 − 𝑥1

𝑓 𝑥 = 𝐿0𝑓0 + 𝐿1𝑓1 + 𝐿2𝑓2

𝐿1 𝑥 =
𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥2
𝑥1 − 𝑥0 𝑥1 − 𝑥2

𝐿0 𝑥 =
𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2
𝑥0 − 𝑥1 𝑥0 − 𝑥2

Γενική παρατήρηση:
Ο αριθμός των πολυωνύμων Lagrange 

είναι ίσος με τον αριθμό των σημείων, ενώ 
ο αριθμός των όρων στον αριθμητή και 
τον παρονομαστή τους είναι μειωμένος 

κατά 1 
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Γραμμική παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange



= −

−
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−
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2015
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=

tt
 

)35.517(
1520

1516
)78.362(

2015

2016
)16(

−

−
+

−

−
=v  

         )35.517(2.0)78.362(8.0 +=  

         7.393=  m/s. 

στην τιμή για t=16s, η τιμή για 15s 
βαραίνει κατά 4/5, και η τιμή για 20s
κατά 1/5. Δηλαδή αντίστροφα από τις 
αντίστοιχες αποστάσεις

Μπορεί να χρησιμοποιηθεί για 
οποιαδήποτε τιμή του χρόνου μέσα 
στο διάστημα 15-20s

10 12 14 16 18 20 22 24
350

400

450

500

550
517.35

362.78

y s

f range( )

f x des ired( )

x s
1

10+x s
0

10− x s range x des ired

( ) 78.362,15 00 == tt   

( ) 35.517,20 11 == tt   

)()()(
1

0
ii

i

tvtLtv
=

= )()()()( 1100 tvtLtvtL +=
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Τετραγωνική (δευτεροβάθμια) παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange
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,100 =t 04.227)( 0 =tv  

,151 =t  78.362)( 1 =tv  
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
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Τετραγωνική (δευτεροβάθμια) παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange
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( ) 04.227,10 == oo tvt  ( ) 78.362,15 11 == tvt  

 ( ) 35.517,20 22 == tvt  ( ) 97.602,5.22 33 == tvt  
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Κυβική (τριτοβάθμια) παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange
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Κυβική (τριτοβάθμια) παρεμβολή με πολυώνυμα Lagrange



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Γραμμική παλινδρόμηση



Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή

Πολυώνυμο 1ου βαθμού που περνά από τα σημεία (x0,f0) και (x1,f1)

Πολυώνυμο 2ου βαθμού που περνά από τα σημεία (x0,f0), (x1,f1) και (xj,fj)

Πολυώνυμο k βαθμού που περνά από τα σημεία (x0,f0), (x1,f1) … (xk,fk)





1 1.5708

3 1.5719

5 1.5738

3.5 ???

0

1

01

0

1

01

Παρεμβολή από 1 και 3 για 3.5

Παρεμβολή από 1 και 5 για 3.5

Παρεμβολή από τα δύο παραπάνω 
κεντροβαρικά

Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή: τετραγωνική παρεμβολή, μέσω 2+1 γραμμικών



Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή: κυβική παρεμβολή, μέσω 3+2+1 γραμμικών



xj fj p0j p01j xj-x

14 68.7 -13

17 64 48.33333 -10

31 44 49.81176 49.38936 4
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Άσκηση προς επίλυση



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Splines
• Γραμμική παλινδρόμηση



Προσδιορισμός πολυωνύμου παρεμβολής κατά Newton

Το πολυώνυμο προσδιορίζεται από:

όπου:

Για n=2: Δεδομένα: x0, x1, x2, f(x0), f(x1), f(x2)

𝑝2 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓 𝑥0, 𝑥1 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1

= 𝑓 𝑥0 +
𝑓 𝑥1 −𝑓 𝑥0

𝑥1−𝑥0
𝑥 − 𝑥0 +

𝑓 𝑥1,𝑥2 −𝑓 𝑥0,𝑥1

𝑥2−𝑥1
𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1





((33-1245)/((-1)-(-4))

(((-28)-(-404)))/(0-(-4))

((10-94)/((2)-(-4))

((13-(-14))/((5)-(-4))

((9-5)/(2-0)

((2-(-28))/(2-(-1))



x f

-1 0

-5

0 -5 3

1 0

1 -4 3 1

10 7

3 16 45

235

6 721

f(x)=0+(-5)(x-(-1))+3(x+1)(x-0)

+0(x+1)(x-0)(x-1)

+1(x+1)(x-0)(x-1)(x-3)

=-5x-5+3x2+3x+x(x3-3x2-x+3)

=x4-3x3+2x2+x-5



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Splines
• Γραμμική παλινδρόμηση



Splines 1ου, 2ου και 3ου βαθμού

προσέγγιση συνόλου σημείων [xi, s(xi)] με πολυώνυμα μικρού βαθμού, 
όπου το καθένα να ισχύει στο περιορισμένο διάστημα 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1

Συνάρτηση γραμμικής παρεμβολής S1(x), από n γραμμικές splines s1,i(x)
Συνάρτηση τετραγωνικής παρεμβολής S2(x), από n δευτεροβάθμιες 

splines s2,i(x)
Συνάρτηση κυβικής παρεμβολής S3(x), από n τριτοβάθμιες splines s3,i(x)



Εφαρμογές

Στην επιστήμη των υπολογιστών (πχ CAD, 

computer graphics)

Είναι πολύ χρήσιμες, λόγω:

• απλότητας της δημιουργίας τους,

• ευκολίας και ακρίβειας των 

υπολογισμών, 

• της δυνατότητας της προσέγγισης 

πολύπλοκων σχημάτων μέσω curve 

fitting

• Του αλληλεπιδραστικού σχεδιασμού 

καμπυλών.

https://en.wikipedia.org/wiki/Computer_graphics
https://en.wikipedia.org/wiki/Curve_fitting


Splines 1ου βαθμού

Συνάρτηση γραμμικής 
παρεμβολής S1(x), από 
n γραμμικές splines 
s1,i(x):

Τελική γραμμική συνάρτηση Splines:

Οι άγνωστοι συντελεστές σε κάθε συνάρτηση της 
γραμμικής splines προσδιορίζονται από τις σχέσεις:

Εφαρμογή στις ισοϋψείς



Τετραγωνική συνάρτηση Splines (2ου βαθμού):
Προσέγγιση με συναρτήσεις 2ου βαθμού, 
χρησιμοποιώντας πολυώνυμα Newton

Γραμμικές (γαλάζια),
Τετραγωνικές 
(συνεχής), 
κυβικές 
(διακεκομμένη)

Σχεδιασμός διαδρομής robot σε επίπεδο 
χώρο με διάσπαρτα εμπόδια ώστε να 
περιοριστεί η πιθανότητα ατυχήματος. Οι 
συντεταγμένες των σημείων από τα 
οποία μπορεί να περάσει το robot είναι:



Κυβικές splines (3ου βαθμού)

Γραμμικές (γαλάζια),
Τετραγωνικές (συνεχής), 
κυβικές (διακεκομμένη)

Οι γραμμικές splines δεν έχουν συνεχείς 
πρώτες παραγώγους στα σημεία που 
ενώνονται. Αντίστοιχα οι τετραγωνικές 
δεν έχουν συνεχείς δεύτερες 
παραγώγους ώστε να εξασφαλίζεται η 
ομαλή καμπή της γραμμης στους 
εσωτερικούς κόμβους. Αυτό το πρόβλημα 
διορθώνουν οι κυβικές splines.

Είναι κυβικά πολυώνυμα της μορφής:

Οι συντελεστές ci προσδιορίζονται από 
την λύση του συστήματος Ac=q, όπου:



• Πολυώνυμο παρεμβολής (υπολογισμός 
πολυωνύμου)

• Πολυώνυμο Lagrange (υπολογισμός τιμής)
• Επαναλαμβανόμενη γραμμική παρεμβολή 

(υπολογισμός τιμής)
• Πολυώνυμο Παρεμβολής Newton

(υπολογισμός πολυωνύμου)
• Splines
• Γραμμική παλινδρόμηση



Γραμμική παλινδρόμηση και παρεμβολή: διαφορές

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥
Η βέλτιστη ευθεία της μορφής:
που διέρχεται από n ζεύγη (x,y)
μεγεθών που έχουν γραμμική 

σχέση μεταξύ τους, προσδιορίζεται 
από τους συντελεστές b και α:

Γραμμική παλινδρόμησηΠαρεμβολή

Καμπύλη που διέρχεται από όλα τα 
σημεία.

Πολυώνυμο, βαθμού n-1



Γραμμική παλινδρόμηση με ελάχιστα τετράγωνα

𝑏 =
σ 𝑥 − ҧ𝑥 𝑦 − ത𝑦

σ 𝑥 − ҧ𝑥 2

𝑎 = ത𝑦 − 𝑏 ҧ𝑥

Η λύση του συστήματος των 
κανονικών εξισώσεων είναι:

Οι πιο ίσως πρακτικοί τύποι για τον 
προσδιορισμό των παραμέτρων:



Ελάχιστα τετράγωνα ανώτερης τάξης:

Το σύστημα των κανονικών 
εξισώσεων είναι γενικά:

Προσέγγιση των δεδομένων με ένα πολυώνυμο βαθμού n:

Συχνότερη από την χρήση 
ελαχίστων τετραγώνων 

μεγαλύτερης τάξης, είναι αυτή της 
εφαρμογής της γραμμικής 

παλινδόμησης με λογαριθμοποίηση



Επιφανειακή Αναγωγή Σημειακών Μετρήσεων – Μέθοδος Βροχοβαθμίδας

Από την εξέταση των μέσων όρων των ετήσιων βροχοπτώσεων των κοινών
υδρολογικών ετών παρατηρήσεων (1961-62 μέχρι 1993-94), των πέντε
βροχομετρικών σταθμών προκύπτει ότι ο σταθμός της Κλεισούρας με
υψόμετρο 1250 m δέχεται τη μεγαλύτερη βροχόπτωση από τους υπόλοιπους
σταθμούς, οι οποίοι και έχουν μικρότερο υψόμετρο

Βροχομετρικοί
Σταθμοί

Υψόμετρο 
(m)

Μέση Ετήσια 
Βροχόπτωση (mm)

Καστοριά (ΔΕΗ) 690 591.9

Κλεισούρα 1250 875.9

Βυσσινιάς 950 723.8

Μεσοποταμιά 695 622.3

Αργος Ορεστικού 650 629.6

Με τη χρήση των δεδομένων του Πίνακα

βρέθηκε η σχέση μεταβολής της μέσης

ετήσιας βροχόπτωσης με το υψόμετρο:

P = 0.4468 H + 310.23 R2 = 0.97

όπου: P = ετήσιο ύψος βροχής σε mm

και

H = υψόμετρο του σταθμού σε m.

Παράδειγμα γραμμικής παλινδρόμησης στην Υδρολογία, και 
πώς λύνεται σε excel και αναλυτικά



Βροχομετρικοί 
Σταθμοί

Υψόμετρο (m)
Μέση Ετήσια 
Βροχόπτωση 

(mm)
x-xmean

(x-
xmean)^2

y-ymean prod

Καστοριά (ΔΕΗ) 690 591.9
-157 24649 -96.8 15197.6

Κλεισούρα 1250 875.9
403 162409 187.2 75441.6

Βυσσινιάς 950 723.8
103 10609 35.1 3615.3

Μεσοποταμιά 695 622.3
-152 23104 -66.4 10092.8

Αργος Ορεστικό 650 629.6
-197 38809 -59.1 11642.7

mean= 847 688.7 0 51916 4.55E-14 23198

b= 0.446837199 a= 310.2289

Οι υπολογισμοί:

Πολύ εύκολα στο excel 
(κλικ):

η αυτόματα, επιλέγοντας την σειρά των 
σημείων και ζητώντας trendline :



πληθυσμός κατανάλωση (lt/κάτ*ημέρα)

15000 200

27500 260

35300 310

45800 350

80000 435

Μελέτη σε πέντε πόλεις μιάς περιφέρειας κατέγραψε την κατανάλωση νερού σ’
αυτές. Εάν η σχέση μεταξύ του πληθυσμού και κατανάλωσης θεωρηθεί
γραμμική, να βρεθούν οι συντελεστές της ευθείας παλινδρόμησης.
Επίσης, να βρεθεί η κατανάλωση σε πόλη με πληθυσμό 70000 κατοίκων με βάση
το αποτέλεσμα.

y(70000) = 412.09 
lt/(κάτ.*day)

Η τετραγωνική παλινδρόμηση 
προσαρμόζεται καλύτερα στα δεδομένα 



Από τα δεδομένα βροχόπτωσης και απορροής για 12 καταιγίδες, στην ίδια
λεκάνη απορροής να βρεθεί η ευθεία παλινδρόμησης της απορροής συναρτήσει
της βροχόπτωσης.

βροχόπτωση (cm) απορροή (cm)

1.18 0.8

5.32 6.01

3.2 1.61

2.75 2.51

1.53 1.13

1.19 1.29

2.11 1.92

5.09 3.49

3.56 2.05

1.67 1.55

2.61 0.91

2.82 2.49

Η τετραγωνική παλινδρόμηση προσαρμόζεται καλύτερα στα δεδομένα. 
Ωστόσο, και στις δύο, ο βαθμός συσχέτισης είναι χαμηλός 



Σε περίπτωση εκθετικής σχέσης:
Προσδιορισμός των συντελεστών με λογαρίθμηση

𝑄 = 𝑎ℎ𝑏֜ln𝑄 = ln 𝑎 + 𝑏 ln ℎ

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥

Λογαριθμίζοντας:

Εφαρμόζοντας ΜΕΤ, προκύπτουν τα α0 και α1

𝑎 = 𝑒𝑎0 𝑏 = 𝑎1Και τα a, b είναι:

Που αντιστοιχεί στην γραμμική
σχέση της παλινδρόμησης:

Η σχέση στάθμης – παροχής σε ποταμό, προσεγγίζεται από σχέση εκθετικού 
τύπου:



Η σχέση στάθμης – παροχής ποταμού



Σχέση γραμμικών απωλειών ενέργειας σε κλειστό αγωγό σχέση με την 
ταχύτητα: Δh (U)



Σχέση γραμμικών απωλειών ενέργειας σε κλειστό αγωγό σχέση με την 
ταχύτητα: Δh (U)

Type equation here.

𝐴 = 𝜋Δℎ = 𝐶𝑈𝑚 𝐴 = 𝜋log Δℎ = 𝑙𝑜𝑔𝐶 +𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑈

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥
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Ευχαριστώ για την προσοχή σας !


