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Νόρμες – Ιδιοτιμές – Ιδιοδιανύσματα πινάκων 



Η απόσταση σε 

2-διάστατο 

χώρο

Γενικός ορισμός της νόρμας

Σύντομη υπενθύμιση της έννοιας της Νόρμας διανυσμάτων και πινάκων ...

Νόρμα τάξης p

Η νόρμα απειροστής τάξης αποδεικνύεται ότι είναι:

Νόρμες διανυσμάτων:



Ιδιότητα χρήσιμη στην εξέταση 

παθολογικών προβλημάτων 

(παρακάτω)
Η ισότητα ισχύει μόνο εάν τα δύο 

διανύσματα είναι συγγραμικά

Ιδιότητες μιάς νόρμας (περιλαμβάνονται στον ορισμό)



Σε έναν πίνακα, το μέγιστο άθροισμα των απόλυτων τιμών 

των στοιχείων κάθε στήλης = η νόρμα πρώτης τάξης

Η έννοια της νόρμας επεκτείνεται και σε ορθογωνικούς πίνακες:

Παράδειγμα: για τον πίνακα

Σε έναν πίνακα, το μέγιστο άθροισμα των απόλυτων τιμών 

των στοιχείων κάθε γραμμής = η νόρμα απειροστής τάξης

3 2 5
−2 1 0
6 −3 −1

𝛢 1 = 𝑚𝑎𝑥 3 + 2 + 6, 2 + 1 + 3, 5 + 0 + 1 = 𝑚𝑎𝑥 11,6,6 = 11

𝛢 ∞ = 𝑚𝑎𝑥 3 + 2 + 5, 2 + 1 + 0, 6 + 3 + 1 = 𝑚𝑎𝑥 10,3,10 = 10
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Εφαρμογές ιδιοδιανυσμάτων - ιδιοτιμών

Τα ιδιοδιανύσματα κάνουν την κατανόηση των γραμμικών μετασχηματισμών εύκολη. Είναι οι διευθύνσεις στις οποίες ένας 

μετασχηματισμός δρά, επιμηκύνοντας / σμικρύνοντας, η περιστρέφοντας.

Οι ιδιοτιμές δείχνουν την μεταβλητότητα των δεδομένων στην διεύθυνση. Το ιδιοδιάνυσμα με την μεγαλύτερη τιμή είναι η 

κύρια διεύθυνση του μετασχηματισμού, ενώ οι ιδιοτιμές δείχνουν τους συντελεστές / παράγοντες του μετασχηματισμού.

Είναι χρήσιμοι στη ταξινόμιση εικόνων και την αναγνώριση προσώπων.

Στην παραμόρφωση πλαστικού σώματος λόγω του τανυστή των τάσεων, δείχνουν τις βασικές διευθύνσεις της 

παραμόρφωσης. Τα ιδιοδιανύσματα είναι τα διανύσματα των κυρίων διευθύνσεων, και οι αντίστοιχες ιδιοτιμές, η 

αντίστοιχη ποσοστιαία παραμόρφωση.

Επιτρέπουν τον διαχωρισμό γραμμικών λειτουργιών σε επιμέρους, απλούστερα προβλήματα.



Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί πινάκων 2Χ2 



Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί πινάκων 2Χ2 



Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί πινάκων 2Χ2 



Στον τανυστή των τάσεων, υπάρχουν 3 ιδιοτιμές, οι βασικές τάσεις, και 3 αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα, οι βασικές 
διευθύνσεις των τάσεων

https://uclageo.com/SoilMechanicsNotes/Section2.3.php



Σπουδαιότητα ιδιοδιανυσμάτων:

• Ο αλγόριθμος της Google “pageRank”, το βασικό πλεονέκτημα της Google, ο οποίος αξιολογεί την 
σπουδαιότητα των webpages, στηρίζεται σε ιδιοδιάνυσμα ενός πίνακα …!

Από το Open Courseware site του MIT

⚫ http://setosa.io/ev/eigenvectors-and-eigenvalues/



Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα είναι απαραίτητα στην 
κατανόηση των ηλεκτρικών κυκλωμάτων, των μηχανικών 
συστημάτων, των οικολογικών συστημάτων, κ.α. 

Ο πολλαπλασιασμός διανύσματος v (το οποίο φαίνεται 
σαν σημείο) με πίνακα Α, το μετατοπίζει σε καινούργιο 
διάνυσμα Av. 

Τι προσδιορίζουν τα ιδιοδιανύσματα
και οι ιδιοτιμές?

Συνεχίζοντας τον πολλαπλασιασμό του v με το A, 
δημιουργούμε την ακολουθία v, Av, A2v, κλπ. Οι 
ιδιοχώροι ελκύουν την ακολουθία, και οι 
ιδιοτιμές προσδιορίζουν εάν έχει όριο το (0,0) ή 
κάποιο μακρινό σημείο. Συνεπώς, μας δίνουν την 
βαθμιαία εξέλιξη συστημάτων. 
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Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα - Ορισμοί
• Το μη-μηδενικό διάνυσμα x είναι ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A και το  λ

είναι μία  ιδιοτιμή του A εάν: Ax= λx

• Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα ορίζονται μόνο για τετραγωνικούς 
πίνακες

• Τα ιδιοδιανύσματα δεν είναι μοναδικά (εάν x ιδιοδιάνυσμα, και το kx
είναι ιδιοδιάνυσμα)

• Το μηδενικό διάνυσμα είναι λύση στην εξίσωση ιδιοτιμών για κάθε 
αριθμό λ και δεν θεωρείται ιδιοδιάνυσμα.
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Δηλαδή, για κάθε ιδιοτιμή, θα υπάρχει ένα k, 
για το οποίο η απόλυτη τιμή του akk-λ θα είναι 
μικρότερη από το άθροισμα των υπόλοιπων 
απόλυτων τιμών της γραμμής. Δηλαδή, κάθε 
μία από τις ιδιοτιμές του Α, βρίσκεται μέσα σε 
κύκλο με κέντρο το στοιχείο της διαγωνίου και 
ακτίνα το άθροισμα των απολύτων τιμών των 
υπολοίπων στοιχείων της γραμμής.

Οταν ο πίνακας είναι μεγαλύτερων διαστάσεων, απαιτούνται πολλά χρονοβόρα υπολογιστικά βήματα, οπότε χρησιμοποιούνται 

άλλες μέθοδοι για τον προσεγγιστικό προσδιορισμό των ιδιοτιμών. Ενας τρόπος δίνεται από το θεώρημα Gershgorin

Συμπέρασμα: μπορούμε να προσδιορίσουμε «περιοχές» για τις ιδιοτιμές 
ενός πίνακα, και στη συνέχεια να χρησιμοποιήσουμε προσεγγιστικές μεθόδους 
για τον ακριβή προσδιορισμό.
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Δηλαδή δημιουργούμε ένα διάνυσμα x με αρχικές τιμές, 
το οποίο πολλαπλασιάζεται διαδοχικά με το Α, s φορές.
Εάν ονομάσουμε y την τελευταία τιμή του (xs), και x την
αμέσως προηγούμενη (xs-1), ο λόγος του Rayleigh δίνει 

μία προσεγγιστική τιμή της ιδιοτιμής λ του Α, 
και η σχέση δίνει το σφάλμα της τιμής αυτής. 

Η αριθμητική διαδικασία Rayleigh συνεπώς είναι:
• Διάνυσμα αρχικών τιμών x0.

• Συνεχείς προσεγγίσεις του x: x1, x2, …, xs: 𝑥𝑠 = 𝐴𝑥𝑠−1

• Θεωρώντας y=xs και x=xs-1, υπολογίζονται τα m0, m1 και m2:

• Ο λόγος q=m1/m0 είναι προσεγγιστική τιμή της ιδιοτιμής λ

• Η ποσότητα ε είναι το σφάλμα στην ιδιοτιμή: 

Προσεγγιστικός υπολογισμός ιδιοτιμών πινάκων με το θεώρημα Rayleigh

𝑚0 = 𝑥𝑇𝑥 𝑚1 = 𝑥𝑇𝑦 𝑚2 = 𝑦𝑇𝑦

𝜀 =
𝑚2

𝑚0
− 𝑞2



𝐴 =
8 1 1
1 5 2
1 2 5

𝑥0 =
1
1
1

Παράδειγμα: Θεωρούμε τον πίνακα Α και το αρχικό διάνυσμα x0. Υπολογίζονται διαδοχικά:

𝑥1 = Α ∗ 𝑥0 =
10
8
8

𝑥3 = Α ∗ 𝑥2 =
900
558
558

𝑥2 = Α ∗ 𝑥1 =
96
66
66

𝑥4 = Α ∗ 𝑥3 =
8316
4806
4806

Η πραγματική τιμή είναι 9.000

Σταματώντας τους υπολογισμούς στο x3:

8,928 αντί για 9,000, με σφάλμα (0,460)

Σταματώντας τους υπολογισμούς στο x4:

8,967 αντί για 9,000, και με μικρότερο σφάλμα (0,323)𝑦 =
900
558
558

𝑥 =
96
66
66

𝑚0 = 𝑥𝑇𝑥 = 96 66 66
96
66
66

= 17928

𝑚1 = 𝑥𝑇𝑦 = 96 66 66
900
558
558

= 160056

𝑚2 = 𝑦𝑇𝑦 = 900 558 558
900
558
558

= 1432728

𝑞 = ൗ
𝑚1

𝑚0 = 8.928 𝜀 =
𝑚2

𝑚0
− 𝑞2 = 0.460

8.468 = 8.928 − 0.460 < 𝜆 < 8.928 + 0.460 = 9.388

𝑦 =
8316
4806
4806

𝑥 =
900
558
558

𝑚0 = 𝑥𝑇𝑥 = 900 558 558
900
558
558

=1432728

𝑚1 = 𝑥𝑇𝑦 = 900 558 558
8316
4806
4806

= 12847896

𝑚2 = 𝑦𝑇𝑦 = 8316 4806 4806
8316
4806
4806

= 115351128

𝑞 = ൗ
𝑚1

𝑚0 = 8.967 𝜀 =
𝑚2

𝑚0
− 𝑞2 = 0.323178

8.644 = 8.967 − 0.323 < 𝜆 < 8.967 + 0.323 = 9.289
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Δηλαδή:
• Δημιουργούμε τυχαίο διάνυσμα y0, υπολογίζουμε 

z1=A*y0, κατόπιν την απειροστή νόρμα του z1, και 
το y1. 

• Με την ίδια διαδικασία προκύπτουν διαδοχικά τα 
y2, y3, …, yk. 

• Το yk τείνει στο αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα.

Όπου ο παρονομαστής είναι η απειροστή νόρμα του 
πίνακα z1, δηλαδή το μέγιστο από τα αθροίσματα των 
απόλυτων τιμών των στοιχείων των γραμμών του.

Προσδιορισμός ιδιοδιανυσμάτων με τη μέθοδο των δυνάμεων



Η προσεγγιστική διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να σταθεροποιηθεί η ιδιοτιμή z,

όπως συμβαίνει εδώ από το z13 και μετά. Τότε το y είναι το ιδιοδιάνυσμα του πίνακα.

A=
1 −3 2
4 4 −1
6 3 5

Ασκηση: Να υπολογιστεί το ιδιοδιάνυσμα του πίνακα

• Δημιουργούμε τυχαίο διάνυσμα y0=(1,1,1)T

• υπολογίζουμε z1=A*y0

• υπολογίζουμε την απειροστή νόρμα του z1

• υπολογίζουμε y1=z1/z1∞

Και επαναλαμβάνουμε τα τρία τελευταία 
βήματα:
• υπολογίζουμε zk+1=A*yk

• υπολογίζουμε την απειροστή νόρμα του zk

• υπολογίζουμε yk+1=zk/zk∞

Έως ότου συγκλίνει το z∞

Διαδικασία:

Γραμμικός συνδυασμός 1ης γραμμής * y0

Γραμμικός συνδυασμός 2ης γραμμής * y0

Γραμμικός συνδυασμός 3ης γραμμής * y0
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Παράδειγμα 3Χ3



Παράδειγμα: Εύρεση ιδιοδιανύσματος για την ιδιοτιμή λ
1

=1

Κάθε ιδιοδιάνυσμα προσδιορίζεται από τη λύση της εξίσωσης λ
i

I-A=0.

Για τον προσδιορισμό κάθε ιδιοδιανύσματος, κάνουμε απαλοιφή Gauss μέχρι 

να προσδιοριστεί η σχέση των x2 και x1 με το x3. Υπενθυμίζεται ότι κάθε 

ιδιοδιάνυσμα δεν είναι μοναδικό. Εκφράζεται σαν k(x1  x2  x3)
Τ

, δηλαδή οι 

λόγοι x1/x3 και x2/x3 το προσδιορίζουν.

𝜆1𝐼 − 𝐴 =
0 −2 1
−1 1 −1
−4 4 −4

=
0
0
0

Λόγω μηδενικού συντελεστή και μη γραμμικής 

ανεξαρτησίας 2ης – 3ης γραμμής, δεν γίνεται 

απαλοιφή Gauss

−2𝑥2 + 𝑥3 = 0֜𝑥2 =
1

2
𝑥3

−𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 0֜−𝑥1 +
1

2
𝑥3 − 𝑥3 = 0֜−

1

2
𝑥3= 𝑥1

Για x3=1 το ιδιοδιάνυσμα γίνεται: 𝑘
−1/2
1/2
1

Ή ισοδύναμα: 𝑘
−1
1
2



Παράδειγμα: Εύρεση ιδιοδιανύσματος για την ιδιοτιμή λ
2

=2

Κάθε ιδιοδιάνυσμα προσδιορίζεται από τη λύση της εξίσωσης λ
i

I-A=0.

Για τον προσδιορισμό κάθε ιδιοδιανύσματος, κάνουμε απαλοιφή Gauss μέχρι 

να προσδιοριστεί η σχέση των x2 και x1 με το x3. Υπενθυμίζεται ότι κάθε 

ιδιοδιάνυσμα δεν είναι μοναδικό. Εκφράζεται σαν k(x1  x2  x3)
Τ

, δηλαδή οι 

λόγοι x1/x3 και x2/x3 το προσδιορίζουν.

𝜆2𝐼 − 𝐴 = 2𝐼 − 𝐴 =
1 −2 1
−1 2 −1
−4 4 −3

≔
1 −2 1
−1 0 0
0 −4 1

=
0
0
0

𝑥2 =
1

4
𝑥3 𝑥1 + 𝑥3 −

2

4
𝑥3 = 0֜𝑥1 = −

1

2
𝑥3

Για x3=1 το ιδιοδιάνυσμα γίνεται: 𝑘
−1/2
1/4
1

Ή ισοδύναμα: 𝑘
−2
1
4



Παράδειγμα: Εύρεση ιδιοδιανύσματος για την ιδιοτιμή λ
3

=3

Κάθε ιδιοδιάνυσμα προσδιορίζεται από τη λύση της εξίσωσης λ
i

I-A=0.

Για τον προσδιορισμό κάθε ιδιοδιανύσματος, κάνουμε απαλοιφή Gauss μέχρι 

να προσδιοριστεί η σχέση των x2 και x1 με το x3. Υπενθυμίζεται ότι κάθε 

ιδιοδιάνυσμα δεν είναι μοναδικό. Εκφράζεται σαν k(x1  x2  x3)
Τ

, δηλαδή οι 

λόγοι x1/x3 και x2/x3 το προσδιορίζουν.

𝜆3𝐼 − 𝐴 = 3𝐼 − 𝐴 =
2 −2 1
−1 3 −1
−4 4 −2

≔
1 −1 1/2
0 2 −1/2
0 0 0

≔
1 −1 1/2
0 1 −1/4
0 0 0

=
0
0
0

𝑥2 =
1

4
𝑥3 𝑥1 −

1

4
𝑥3 +

1

2
𝑥3 = 0֜𝑥1 = −

1

4
𝑥3

Για x3=1 το ιδιοδιάνυσμα γίνεται: 𝑘
−1/4
1/4
1

Ή ισοδύναμα: 𝑘
−1
1
4



Παράδειγμα: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του:

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

Οι παράγοντές του:

Επομένως οι ιδιοτιμές είναι 1, 2, και 3.

Και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

Την τρίτη ιδιοτιμή και το αντίστοιχό της ιδιοδιάνυσμα την βρίσκουμε με την προσεγγιστική διαδικασία που 

περιγράφτηκε παραπάνω (με την παρατήρηση ότι το ιδιοδιάνυσμα βρίσκεται με τη μορφή (-0.25, 0.25, 1)T







1. Υπενθύμιση έννοιας νόρμας και βασικών ιδιοτήτων της

2. Σπουδαιότητα των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων πινάκων

3. Ορισμοί ιδιο-τιμών/ανυσμάτων

4. Προσδιορισμός περιοχής ιδιοτιμών μέθοδος Gershgorin

5. Προσδιορισμός (διαδοχικός) ιδιοτιμών με το λόγο Rayleigh

6. Προσδιορισμός ιδιοτιμών με τη μέθοδο των δυνάμεων

7. Προσδιορισμός ιδιοτιμών/διανυσμάτων 2X2 και 3Χ3

8. Παθολογικές καταστάσεις σε γραμμικά συστήματα

9. Παθολογικές καταστάσεις στην Χαρτογραφία



Παθολογικές καταστάσεις σε γραμμικά συστήματα



Οι διαφορές μεταξύ αρχικών σταθερών όρων και αυτών 

που προκύπτουν από την λύση



Από τις ιδιότητες 

νόρμας πίνακα ή 

διανύσματος

r=(0.000,-0.010,0.019)T



Σχετικό σφάλμα

Σχετικό 

υπόλειμμα

... διότι τότε το σχετικό σφάλμα είναι της ίδιας τάξης μεγέθους με το σχετικό υπόλειμμα



Ασκηση: ποιός είναι ο βαθμός κατάστασης ( του πίνακα του συστήματος:

Βαθμός κατάστασης:

Αλλαγή «χιαστί» Αλλαγή προσήμου σε μονό άθροισμα γραμμής + στήλης

Α =
1.02 0.99
0.99 1.01

𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠 =
1.01 0.99
0.99 1.02

𝑐𝑜𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑠 =
1.01 −0.99
−0.99 1.01

𝑎𝑑𝑗𝐴 =
1.01 −0.99
−0.99 1.02

𝐴 = 0.0501 𝐴−1 =
𝑎𝑑𝑗 𝐴

𝐴
=

20.1597 −19.7605
−19.6705 20.3593

𝐴 1 = 𝑚𝑎𝑥 2.01,2.00 = 2.01 𝐴−1 = 𝑚𝑎𝑥 39.92,40.12 = 40.12

0.0124 ≤
𝜎𝜒 𝜎𝜑𝛼𝜆

𝜎𝜒 𝜐𝜋ό𝜆
≤ 80.64

Βαθμός  κατάστασης: 2.01*40.12=80.64 !!!



1. Υπενθύμιση έννοιας νόρμας και βασικών ιδιοτήτων της

2. Σπουδαιότητα των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων πινάκων

3. Ορισμοί ιδιο-τιμών/ανυσμάτων

4. Προσδιορισμός περιοχής ιδιοτιμών μέθοδος Gershgorin

5. Προσδιορισμός (διαδοχικός) ιδιοτιμών με το λόγο Rayleigh

6. Προσδιορισμός ιδιοτιμών με τη μέθοδο των δυνάμεων

7. Προσδιορισμός ιδιοτιμών/διανυσμάτων 2X2 και 3Χ3

8. Παθολογικές καταστάσεις σε γραμμικά συστήματα

9. Παθολογικές καταστάσεις στην Χαρτογραφία





Ευχαριστώ για την προσοχή σας !


