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Εισαγωγή

⚫ Ρευστομηχανική = Μηχανικές ιδιότητες των ρευστών 

(υγρών και αερίων)

⚫ Υδρομηχανική =  Υδροστατική + Υδροδυναμική

⚫ Υδραυλική = η εφαρμοσμένη Υδρομηχανική

⚫ Εφαρμογές: Υδρεύσεις – Αρδεύσεις – Μηχανολογία

⚫ Αναλυτική και εμπειρική επιστήμη
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Γενικό περίγραμμα μαθήματος

⚫ Βασικές ιδιότητες των ρευστών

⚫ Βασικές θεωρητικές αρχές της Υδραυλικής

⚫ Υδροστατική

⚫ Υδροδυναμική
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Περίγραμμα μαθήματος (1/3)

Μαθηματικό υπόβαθρο της Μηχανικής των 

Ρευστών (Κινηματική, παραμορφώσεις, 

διατήρηση της μάζας, Τάσεις, εξισώσεις 

κίνησης, καταστατικές εξισώσεις, διατήρηση 

της ενέργειας)

Υδροστατική

Υδροστατική πίεση

Δυνάμεις σε επίπεδες επιφάνειες

Δυνάμεις σε καμπύλες επιφάνειες
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Περίγραμμα μαθήματος (2/3)

Μέτρηση παροχής σε ανοικτούς και κλειστούς 

αγωγούς

Εφαρμογές της αρχής διατήρησης της 

γραμμικής ορμής

Στρωτή και τυρβώδης ροή – Θεωρία της 

οριακής στιβάδας

Στρωτή και τυρβώδης ροή

Μήκος αναμίξεως – κατανομή ταχύτητας

Αριθμός Reynolds
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Περίγραμμα μαθήματος (3/3)

Κλειστοί αγωγοί

Στρωτή και τυρβώδης ροή

Κατανομή της ταχύτητας στους κλειστούς αγωγούς

Απώλειες ενέργειας

Υπολογισμός του συντελεστή τριβής f

Τοπικές απώλειες

Επίλυση δικτύων διανομής νερού

Ροή κάτω από συνθήκες μεταβλητού φορτίου
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Σήμερα:

⚫ Περίγραμμα μαθήματος

⚫ Εισαγωγή

⚫ Βασικές ιδιότητες των ρευστών

⚫ Βασικές θεωρητικές αρχές μαθήματος
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Βασικές ιδιότητες των 
ρευστών

Εισαγωγή στην Υδραυλική – Αντικείμενο

Πυκνότητα και ειδικό βάρος σωμάτων

Συστήματα μονάδων 

Ιξώδες ρευστού, επιφανειακή τάση, τριχοειδή φαινόμενα

Υδροστατική πίεση
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Εισαγωγή – Διάκριση των 

ρευστών

⚫ Ρευστά = μεταβάλλουν τις σχετικές θέσεις των όγκων των 

στοιχείων τους (μή στατική ισορροπία σε διάτμηση)

⚫ Αέρια = συμπιεστά (μεταβολή ρ με P)

⚫ Στερεά = ελαστική παραμόρφωση σε διάτμηση

⚫ Ρευστά = συνεχής και μόνιμη παραμόρφωση σε διάτμηση

⚫ Ιδανικό ρευστό = μηδενικές δυνάμεις τριβής μεταξύ των μορίων ή 

απείρως μικρή ΔF, μετακινεί όγκο ΔV
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Διάκριση των ρευστών από τα 

αέρια
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Διάκριση των ρευστών από τα 

στερεά
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Στερεά – Υγρά - Αέρια
Διαφορές ως προς τις σχετικές μοριακές θέσεις και
αλληλεπιδράσεις, δυνατότητα ελεύθερης επιφάνειας και
αποδοχή τάσεων, συμπιεστότητα, ανταπόκριση σε διατμητική
τάση.
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Πυκνότητα – ειδικό βάρος

g
=

ρνερού = 1000 kg/m3 στους 4οC

ρ = μάζα / όγκο (kg.m-3)

(ή ειδική βαρύτητα (specific gravity) = 
βάρος σώματος / βάρος ίσου όγκου νερού)

Συστήματα μονάδων FLS, CGS, MKSA, SI

γ = ειδικό βάρος (kg.m-3.m.s-2 = N.m-3)
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Πυκνότητα νερού και αέρα με την 

θερμοκρασία

πηγή: Λιακόπουλος Α., 

«Υδραυλική», Εκδόσεις 

Τζιόλα, 2020)
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Το βάρος της ποσότητας νερού δεν θα αλλάξει…
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ιξώδες

Βαθμός αντίστασης σε 

διάτμηση

F dV

A dy
=  

dV

dy
 =  = Δυναμικό ιξώδες μ:

v


=


Κινηματικό ιξώδες:

F

V
y

(1N*s/m2=1Pa*s)

(1m2/s)
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Ιξώδες διαφορετικών ρευστών σε 

συνάρτηση με τη θερμοκρασία

Στα υγρά, οι ιξώδεις δυνάμεις προκαλούνται γενικά 

από ελκτικές μοριακές δυνάμεις στα στρώματα της 

ροής. Η αύξηση της θερμοκρασίας προξενεί 

μείωση του ιξώδους διότι αύξηση της θερμοκρασίας 

σημαίνει μεγαλύτερη θερμική ενέργεια των 

σωματιδίων με την οποία ξεπερνούν τις ελκτικές 

τους δυνάμεις. 

Στα αέρια, το ιξώδες αυξάνεται με τη θερμοκρασία 

από την δύναμη τριβής που αναπτύσσεται μεταξύ 

των στρωμάτων ροής. Η θερμική αύξηση της 

κινητικότητας προκαλεί αύξηση του ιξώδους.

μ (Ns/m2)
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μονάδες βασικών μεγεθών στο SI

1N= 1kg⋅m⋅ s− 2

1Pa= 1N⋅m− 2

1bar=105Pa=103mbar= 750.1Torr

1Atm=760Torr=101325Pa=1kp⋅cm2

1Torr= 1mmHg= 13.6mmH 2O

1Pa⋅ s=1kg⋅ m− 1⋅ s− 1= 1000mPas

1Poise= 1P=100cPoise= 100mPas= 0.1Pas

1m2⋅ s−1= 104St=106cSt

Δύναμη

Πίεση

Ιξώδες, μ

ν
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Φυσικές Ιδιότητες του νερού σε πίεση 1Atm
(πηγή: Λιακόπουλος Α., «Υδραυλική», Εκδόσεις Τζιόλα, 2020)
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Φυσικές Ιδιότητες του θαλασσινού νερού
(πηγή: Λιακόπουλος Α., «Υδραυλική», Εκδόσεις Τζιόλα, 2020)
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Ειδική βαρύτητα γ 

του νερού σε 

διαφορετικές 

πιέσεις και 

θερμοκρασίες

T (degC)



22

Φυσικές Ιδιότητες διαφόρων ρευστών
(πηγή: Λιακόπουλος Α., «Υδραυλική», Εκδόσεις Τζιόλα, 2020)
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Ιξώδες νερού και αέρα
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Συμπεριφορά σωμάτων σε 

διάτμηση

Βαθμίδα ταχύτητας ή ταχύτητα γωνιακής παραμόρφωσης, dV/dy

Τ
ά
σ
η
 δ

ιά
τμ

η
σ
η
ς,

 τ

Τέλειο ρευστό
(ρέει με τάση 0)

αέριο

στερεό

Τέλειο στερεό (“ρέει” με άπειρη τάση)

Η κλίση είναι το ιξώδες
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Νευτώνεια και μη-νευτώνεια ρευστά

Μη-νευτώνεια ρευστά:

Το ιξώδες μεταβάλλεται 

με την βαθμίδα 

ταχύτητας. Η κλίση δεν 

είναι σταθερή. Είτε 

αυξάνεται, είτε 

μειώνεται
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Πίεση υδρατμών, Επιφανειακή 

τάση

⚫ Πίεση υδρατμών

⚫ Επιφανειακή τάση: απαιτούμενη ενέργεια για 

μεταφορά μορίων στην επιφάνεια = το έργο για να 

μεταφερθεί από το εσωτερικό ένα μοναδιαίο εμβαδό 

στην επιφάνεια (Nm/m2)

⚫ Όχι σημαντική για συνηθισμένες εφαρμογές
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Επιφανειακή τάση

Χρειάζεται κάποιο έργο για να 

μεταφερθεί ένα στοιχειώδης όγκος 

από τη θέση I στη θέση S, δηλαδή 

στην επιφάνεια, επειδή εκεί οι 

ελκτικές δυνάμεις των γειτονικών 

στοιχειωδών όγκων είναι 

ανομοιόμορφα κατανεμημένες
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Επιφανειακή τάση
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Επιφανειακή τάση - συνέπειες
Το αν το υγρό θα “υγράνει” την επιφάνεια του στερεού, ή όχι, εξαρτάται από

την γωνία επαφής θc, για την οποία ισχύει:

Όπου σik είναι οι επιφανειακές τάσεις των τριών διεπιφανειών

Η ισορροπία 

δυνάμεων στην 

επιφάνεια 

επαφής

Το υγρό «διαβρέχει» το 

στερεό, επειδή η γωνία 

επαφής είναι θc<90o

Το υγρό δεν «διαβρέχει» το 

στερεό, επειδή η γωνία 

επαφής είναι θc>90o

Στο σύστημα αέρας-νερό-γυαλί, είναι θc~0, οπότε το νερό διαβρέχει το γυαλί. Στο σύστημα 

αέρας-υδράργυρος-γυαλί, σχηματίζεται γωνία θc ~ 140o, οπότε ο υδράργυρος δεν διαβρέχει το 

γυαλί

𝜃𝑐 =
𝜎23 − 𝜎13

𝜎12

σνερ/σαερ=72

συδραργ/σαερ=487

σνερ/συδραργ=415
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Τριχοειδή φαινόμενα

Στους σωλήνες μικρής διαμέτρου, στο φαινόμενο της 
“διαβροχής”  προστίθεται και αυτό της αντίστοιχης 
ανύψωσης ή ταπείνωσης της στάθμης
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Ανύψωση στάθμης λόγω τριχοειδών για τρία 

υγρά, σε συνάρτηση με τη θερμοκρασία
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Ανύψωση της στάθμης

Στην περίπτωση C, οι 

δυνάμεις των 

ατμοσφαιρικών πιέσεων 

είναι ίσες και 

αλληλοαναιρούνται. Η 

εξισορρόπηση της 

επιφανειακής τάσης με το 

βάρος της στήλης, δίνει 

για το ύψος της στήλης:
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τριχοειδή φαινόμενα 

(capillarity)

⚫ Από επιφανειακή τάση: 

⚫ Συνοχή υγρού < συνάφεια υγρού/τοιχώμ. 

Βρέχεται το τοίχωμα

⚫ Συνοχή υγρού > συνάφεια υγρού/τοιχώμ. Δεν

βρέχεται το τοίχωμα

⚫ Σωλήνες <10mm και πορώδη μέσα
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Υδροστατική πίεση, μέτρο 

ελαστικότητας

• Διαφορική πίεση:   p2-p1=ρg(h2-h1)

• Ταχύτητα μετάδοσης κυμάτων: C = (E/ρ)1/2

• E = μέτρο συμπιεστότητας (ελαστικότητας) 

(Pa=Pa/(m3/m3)): πίεση που χρειάζεται δια της 

αντίστοιχης αδιάστατης αλλαγής όγκου

E=
dp

−
dU

U
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Μέτρο συμπιεστότητας ή 

ελαστικότητας

E=
dp

−
dU

U
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Διαστάσεις μεγεθών
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Άσκηση πυκνότητας

Εάν 5.6 m3 ενός λαδιού ζυγίζουν 46800 N, υπολογίστε την
πυκνότητα ρ και την σχετική πυκνότητά του.

Ειδικό βάρος γ (= ρg) = 46800/5.6 =8360 N/m3, 

Πυκνότητα ρ = γ/g = 8360/9.81 = 852 kg/m3

Σχετική πυκνότητα ή ειδική βαρύτητα

ρλαδιού / ρνερού = 852 / 1000 = 0.852
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Άσκηση μέτρου ελαστικότητας

Να βρεθεί η αλλαγή του όγκου 1.00 m3 νερού στους 26.7οC, 

όταν υπόκειται σε πίεση 20 bar. Επίσης, από τα παρακάτω

δεδομένα, να υπολογιστεί το μέτρο ελαστικότητας του νερού E: 

στα 35 bar, ο όγκος ήταν 1.000 m3 και στα 240 bar ήταν 0.990 

m3. Το E στους 26.7oC είναι 2.24.109 Pa 
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Άσκηση μέτρου ελαστικότητας

Να βρεθεί η αλλαγή του όγκου 1.00 m3 νερού στους 26.7 οC, όταν 

υπόκειται σε πίεση 20 bar (Το E στους 26.7oC είναι 2.24.109 Pa). 

Επίσης, από τα παρακάτω δεδομένα, να υπολογιστεί το μέτρο 

ελαστικότητας του νερού E: στα 35 bar, ο όγκος ήταν 1.000 m3

και στα 240 bar ήταν 0.990 m3.

Ο ορισμός του μέτρου ελαστικότητας είναι:

5
3

9

1 20 10
0.00089

2.24 10
m

dp V dp
E dV

dV E

V

 
= −




=  = − = −

−

( )
( )

5

9
240 35 10

2.05 10
0.99 1

1

Pa
dp

E
dV

V

− 


−
= = − =

−



Βασικές 

Θεωρητικές Αρχές 

της Υδραυλικής
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Βασικές θεωρητικές αρχές

Η Μηχανική του Συνεχούς Μέσου, και κατά συνέπεια και η Μηχανική 

των Ρευστών και η Υδραυλική, στηρίζονται στις βασικές αρχές:

⚫ της διατήρησης της μάζας.

⚫ Της διατήρησης της γραμμικής ορμής και της στροφορμής και

⚫ της διατήρησης της ενέργειας.
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Διατήρηση της μάζας

Εάν v είναι το διάνυσμα της ταχύτητας και V ο όγκος:

Μάζα που εξέρχεται 

από την κλειστή 

επιφάνεια

Μεταβολή της μάζας στην 

κλειστή επιφάνεια
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Εξίσωση της συνέχειας από τη διατήρηση της μάζας

Εξίσωση συνέχειας για ασυμπίεστο ρευστό

Τριπλά 

ολοκληρώματα στον 

ίδιο όγκο V

ම

V

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑑𝑉 = −ඵ

𝑆

𝜌 ҧ𝑣𝑑 ҧ𝑆 =ම

𝑉

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑑𝑉֜

ම

𝑉

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑑𝑉 = −ම

𝑉

𝑑𝑖𝑣 𝜌 ҧ𝑣 𝑑𝑉֜

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌 ҧ𝑣 = 0

Green
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής



– Τροχιά (pathline) = 
γεωμετρικός τόπος 
θέσεων στοιχείου

– Ροϊκές γραμμές 
(streamlines) = 
δίνουν τη μορφή της 
ροής σε ορισμένο 
χρόνο και ταχύτητα 
εφαπτομένη σε κάθε 
σημείο τους

Κινηματική



– Τροχιά (pathline) = γεωμετρικός τόπος θέσεων στοιχείου

– Ροϊκές γραμμές (streamlines) = δίνουν τη μορφή της ροής 
σε ορισμένο χρόνο και ταχύτητα εφαπτομένη σε κάθε 
σημείο τους

Κινηματική
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Ροϊκές γραμμές, τροχιές και 

streakines στην ασταθή ροή

Το κόκκινο σωματίδιο του ρευστού 

κινείται με τη ροή (κόκκινη γραμμή). Το 

ίχνος του μπλέ μελανιού που εξέρχεται 

από την αρχή, ακολουθεί το σωματίδιο, 

αλλά αντίθετα με την στατική τροχιά 

(pathline), η οποία καταγράφει την 

κίνηση του σωματιδίου, το ίχνος (μελάνι) 

που εκλύεται μετά την έξοδο της 

κόκκινης γραμμής, συνεχίζει την κίνησή 

του με τη ροή. Αυτή είναι η streakline. Οι 

διακεκομμένες γραμμές αναπαριστούν 

ισοδυναμικές γραμμές του πεδίου 

ταχύτητας, ροϊκές γραμμές 

(streamlines), που δείχνουν την κίνηση 

του ολικού πεδίου κάθε στιγμή.



Streakline σε windtunnel



Κινηματική: Euler vs Lagrange

Euler Lagrange

Συνάρτηση του χώρου μέσα στον 
οποίο κινούνται τα υλικά σημεία

Συνάρτηση των κινούμενων υλικών 
σημείων

Γραμμές ροής (streamlines) –
εφαπτομένη η διεύθυνση της 
ταχύτητας- δίνουν τη μορφή της 
ροής σε ορισμένο χρόνο

Τροχιές (pathlines) – γραμμές 
κίνησης των υλικών σημείων = 
γεωμετρικός τόπος θέσεων 
στοιχείου

ροϊκή κατάσταση σε σημείο στον t παρακολούθηση στοιχείου στον 
χώρο

Τροχιές και ροϊκές γραμμές 
συμπίπτουν σε σταθερή στρωτή ροή
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Κινηματική: η ταχύτητα

Ταχύτητα κατά Euler:

Ταχύτητα κατά Lagrange:

𝑣𝑖 =
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

𝑣𝑖 =
𝜕𝑥𝑖 𝜉, 𝑡

𝜕𝑡

Euler: κινηματική κατάσταση συνάρτηση του χώρου μέσα στον οποίο κινούνται 

τα υλικά σημεία. 

Lagrange: συνάρτηση των υλικών σημείων του υγρού. 

Η πρώτη χρησιμοποιεί τις γραμμές ροής, δηλαδή τις καμπύλες που σε κάθε στιγμή και σε 

κάθε σημείο τους, η εφαπτομένη τους έχει τη διεύθυνση του διανύσματος της ταχύτητας.

Η δεύτερη, χρησιμοποιεί τις τροχιές, δηλαδή τις γραμμές που διαγράφουν στην κίνησή 

τους τα υλικά σημεία. 

Στην ειδική περίπτωση της μόνιμης κίνησης, η ταχύτητα σε κάθε σημείο παραμένει 

σταθερή, και οι γραμμές ροής δεν μεταβάλλονται. Αυτό σημαίνει ότι ένα υλικό σημείο που 

βρίσκεται σε μία συγκεκριμένη γραμμή ροής, θα παραμείνει σ’αυτήν. 

Συνεπώς, κατά τη μόνιμη κίνηση, οι τροχιές ταυτίζονται με τις γραμμές ροής.



Κινηματική: η μεταβολή της 

πυκνότητας

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝜉𝑖 , 𝑡 =

𝜕𝜌

𝜕𝑥1
𝑣1 +

𝜕𝜌

𝜕𝑥2
𝑣2 +

𝜕𝜌

𝜕𝑥3
𝑣3 +

𝜕𝜌

𝜕𝑡

Η μεταβολή της πυκνότητας με την προσέγγιση Euler είναι:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
=
𝜕𝜌(𝜉𝑖 , 𝑡)

𝜕𝑡

Ενώ με την προσέγγιση Lagrange:
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Κινηματική – η επιτάχυνση

Η επιτάχυνση 

στους τρείς άξονες

Η επιτάχυνση σε κάθε άξονα, 

είναι ίση με το άθροισμα των 

ταχυτήτων σε κάθε άξονα, 

πολλαπλασιασμένων με την 

μεταβολή της ταχύτητας στον 

άξονα, συν την παράγωγο της 

ταχύτητας ως προς τον χρόνο

Η μεταβολή κατά Euler ενός συνεχούς μεγέθους ως προς το χρόνο, 

ονομάζεται υλική παράγωγος και συμβολίζεται με D/Dt. Για παράδειγμα η 

επιτάχυνση είναι:

𝑎𝜄 =
D𝑣𝑖

𝐷𝑡
= 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 +

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
𝐴 = 𝜋𝑟2=

ή ανά άξονα:

και αντίστοιχα:
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Ασκηση κινηματικής

Να βρεθούν οι επιταχύνσεις και οι τροχιές, σαν συναρτήσεις της θέσης και του χρόνου

𝑎𝜄 =
D𝑣𝑖

𝐷𝑡
= 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 +

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
=
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Συνέχεια άσκησης κινηματικής

𝑣𝑖 =
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

(η θέση την χρονικη στιγμή t=0)
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Συνέχεια άσκησης κινηματικής
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Παραμορφώσεις και τανυστής 

παραμορφώσεων
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Παραμορφώσεις και τανυστής 

παραμορφώσεων

Σχετική μεταβολή μήκους 

επάνω στον άξονα x1

Σχετική μεταβολή ορθής 

γωνίας στους άξονες x1 και 

x2
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Παραμορφώσεις και τανυστής 

παραμορφώσεων

Τανυστής 

παραμορφώσεων

Ή γενικότερα και για τα υπόλοιπα ζεύγη αξόνων:

Η παραπάνω σχέση, ισχύει και για την

περίπτωση που i=j όπως είδαμε ήδη

στα e11, e22, e33.

Δίνει τους όρους του τανυστή

παραμορφώσεων, δηλαδή τις

ποσότητες που παρουσιάζουν τη

μεταβολή μήκους ή ορθών γωνιών ως

ιδιότητες ενός σημείου του χώρου.

Δηλαδή ο τανυστής δίνει την

παραμόρφωση που θα υποστεί ένας

στοιχειώδης κύβος που διέρχεται από

ένα συγκεκριμένο σημείο του χώρου.

Οι ορθές γωνίες του παραμορφώνονται

από δυνάμεις εφαπτόμενες στις έδρες

του, ενώ το μήκος των ακμών του από

δυνάμεις κάθετες σε αυτές.

𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑗𝑖 =
1

2

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝑒11 𝑒12 𝑒13
𝑒21 𝑒22 𝑒23
𝑒31 𝑒32 𝑒33
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Τάσεις και τανυστής τάσεων

Παρατηρείστε τις τ12 και τ13: και 

οι δύο δρούν στο επίπεδο 2-3 

(το κάθετο στον 1 που είναι ο 

πρώτος δείκτης), η πρώτη κατά 

τη διεύθυνση 2 και η δεύτερη 

κατά τη διεύθυνση 3.

Είναι διατμητικές. 

Η τ11 δρά στο 2-3 κατά τη 

διεύθυνση 1, επομένως είναι 

ορθή (κάθετη στο επίπεδο στο 

οποίο δρά). Εφελκύει (θετική 

τιμή), ή θλίβει (αρνητική)

𝜏11 𝜏12 𝜏13
𝜏21 𝜏22 𝜏23
𝜏31 𝜏32 𝜏33

διατμητικές

εφελκυστικές 

ή θλιπτικές
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Εξισώσεις κίνησης

(Τάση επί συνημίτονο κατεύθυνσης επί επιφάνεια)

(συνιστώσες βαρύτητας επί πυκνότητα)

Άθροισμα δυνάμεων των 

τάσεων + βάρους

Μεταβολή της ορμής = 

Άθροισμα δυνάμεων των 

τάσεων + βάρους
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Εξισώσεις κίνησης

Εξισώσεις κίνησης ρευστού
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Καταστατικές εξισώσεις

Καταστατικές εξισώσεις ρευστού

Διατμητικές τάσεις:

ιξώδες επί 

παραμόρφωση

Στις ορθές τάσεις,

υπεισέρχεται και η πίεση.

Επίσης υπεισέρχονται και 

οι παραμορφώσεις και

στους τρείς άξονες με

διαφορετική βαρύτητα
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Καταστατικές εξισώσεις: Navier – Stokes !!!!!

Εξισώσεις 

Navier -

Stokes

(ασυμπίεστο 

ρευστό)
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Καταστατικές εξισώσεις: Εξισώσεις Euler ή Gauss για τέλειο 

(ιδανικό) ρευστό

Εξισώσεις Euler (τέλειο και 

ασυμπίεστο ρευστό)

Για τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό, οι ορθές τάσεις γίνονται ίσες 

με την πίεση ενώ οι διατμητικές ίσες με μηδέν



Το μαθηματικό πρόβλημα της κίνησης ρευστού





Παράδειγμα: μόνιμη κίνηση 

ανάμεσα σε δύο πλάκες

Αρχικές συνθήκες: μη απαραίτητες, λόγω 

μόνιμης κίνησης

Οριακές συνθήκες: η ταχύτητα για x3= 0 

και για x3=h, είναι 0



Οι δυνάμεις που προκαλούν τη μεταβολή 

της ορμής στις εξισώσεις Navier - Stokes

Μεταβολή της 

ορμής πίεσης

Βαρύτητας (εξωτερικές, θα 

μπορούσαν να υπάρχουν και 

ηλεκτρομαγνητικές)

Ιξώδους (διατμητικές, διάχυσης 

ορμής)



Μηδενισμός λόγω 

σταθερής ροής

Μηδενισμός λόγω 

μηδενικών ταχυτήτων 

κατά x2 και x3

Μηδενισμός λόγω μη 

μεταβολής της V1 ως 

προς x2 και x3

Μηδενισμός λόγω 

αμελητέας βαρύτητας

Απλοποίηση των εξισώσεων Navier – Stokes στην μόνιμη κίνηση 

ανάμεσα σε δύο πλάκες



Παράδειγμα: μόνιμη κίνηση 

ανάμεσα σε δύο πλάκες

Η πίεση δεν εξαρτάται από 

τα x2 και x3 δηλαδή 

μεταβάλλεται μόνο κατά τη 

διεύθυνση της ροής.

Μόνιμο φαινόμενο: δεν έχουν νόημα οι αρχικές συνθήκες

𝑣1 𝑥1, 𝑥2, 0 = 𝑣1 𝑥1, 𝑥2, ℎ =0

Εξίσωση της συνέχειας

Οριακές συνθήκες:

(διότι οι πλάκες βρίσκονται σε x3=0 και x3=h)



Παράδειγμα: μόνιμη κίνηση ανάμεσα 

σε δύο πλάκες

𝑣1 𝑥1, 𝑥2, 0 = 𝑣1 𝑥1, 𝑥2, ℎ =0

Η πίεση δεν εξαρτάται 

από τα x2 και x3 δηλαδή 

μεταβάλλεται μόνο 

κατά τη διεύθυνση της 

ροής. Επομένως, οι σχέσεις (7) 

και (5) γίνονται:

p=p(x1)

(5)

(λόγω της (5))

(Επειδή η ταχύτητα v1 δεν 

μεταβάλλεται ως προς x2)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥2

= 0 (6)

(7)

Από την (8), επειδή p=p(x1) και v1=v1(x3),

προκύπτει ότι και οι δύο όροι της σχέσης 

θα είναι ίσοι με μία σταθερά c

(8)



Παράδειγμα:

μόνιμη κίνηση 

ανάμεσα σε 

δύο πλάκες

Παραβολικό προφίλ ταχύτητας

Όπως και σε κλειστό αγωγό

Κυλινδρικής διατομής

Διότι η πίεση είναι συνάρτηση του x1 και η 

ταχύτητα του x3
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Επομένως στη συνέχεια θα 

δούμε:
⚫ Διατήρηση της μάζας – εξίσωση της συνέχειας

⚫ Κινηματική (επιτάχυνση ανά άξονα)

⚫ Παραμορφώσεις και τανυστής παραμορφώσεων 

⚫ Τάσεις και τανυστής τάσεων

⚫ Εξισώσεις κίνησης (τάσεις, ταχύτητες, πυκνότητα)

⚫ Καταστατικές εξισώσεις (τάσεις – παραμορφώσεις –
εξισώσεις Navier-Stokes / ασυμπίεστο ρευστό –
Εξισώσεις Euler / τέλειο και ασυμπίεστο ρευστό)

⚫ Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση Bernoulli / τέλειο και 
ασυμπίεστο ρευστό κατά μήκος γραμμής ροής
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Διατήρηση της ενέργειας –

Εξίσωση Bernoulli
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Διατήρηση της ενέργειας – Εξίσωση 

Bernoulli

Τέλειο και ασυμπίεστο 

ρευστό, κατά μήκος 

μιάς ροϊκής γραμμής


